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MATEMATICKI MODELI HIDRAULICKIH SISTEMA
HIDROELEKTRANA

DusSan Arnautovic
Elektrotehnicki institut “Nikola Tesla“, Beograd

Sadriaj: U radu je dat pregled matematickih modela hidraulickih sistema
hidroelektrana. Izlozen je opsti nelinearni matematicki model hidraulickog sistema, koji
obuhvata dve osnovne jednacine koje opisuju prelazne pojave pri protoku fluida
(jednacinu kretanja i jednacinu kontinuiteta). Dat je pregled metoda za resavanje ovih
Jjednacina, sa posebnim osvrtom na metodu karakteristika, kao najcesce koriséenu
metodu za analize nestacionarnih protoka fluida. Posebno su izloZeni prostiji modeli
koji koriste teoriju elasticnog i krutog vodenog udara. IzvrSena je analiza uticaja
elasticnosti vode na rezultate proracuna hidraulickog udara i dat je uporedni pregled
karakteristika izloZenih metoda.

Kljuéne reci: matematicki modeli/hidraulicki sistem/metode analize.

1. UVOD

Za analizu rada hidroelektrana, u opstem slucaju, potrebno je formirati
odgovaraju¢e matematicke modele elemenata od kojih se sastoji i te matematicke
modele povezati u jednu celinu. U ovom radu posmatraée se samo jedan element
hidroelektrane, i to hidrauli¢ka instalacija, odnosno sistem.

Matematicki modeli hidraulickog sistema razlikuju se po svojoj sloZenosti i po
pretpostavkama koje se uvode pri njihovom izvodenju. Slozenost matematickog modela
zavisi od vrste analize koja se zeli sprovesti. Prvo je formiran op$ti nelinearni
matematicki model, koji polazi od dve osnovne jednacine koje opisuju prelazne pojave
pri protoku fluida: jednacine ravnoteze sila (jednacina kretanja) i jednacine kontinuiteta.
Za reSavanje ovih jednacina izloZzen je pregled metoda za reSavanje. Prvo je izlozen
metod karakteristika, kao najceS¢e koris¢en metod analize nestacionarnog protoka
fluida.

U velikom broju slucajeva, a posebno kada se posmatraju slozeni elektroenergetski
sistemi (EES), gde hidroelektrane predstavljaju samo jedan element sistema, nije
potrebna tolika ta¢nost modela i zato se koriste uprosceniji modeli. Posebno je izlozen
model koji koristi teoriju elasti¢nog vodenog udara, a potom 1 prostiji model koji koristi
teoriju krutog vodenog udara. Sprovedena je analiza uticaja elastiCnosti vode na
rezultate proracuna hidraulickog udara i dat uporedni pregled karakteristika izloZenih
metoda.

2. METODE ANALIZE NESTACIONARNIH PROTOKA FLUIDA

Dve osnovne diferencijalne jednaCine koje opisuju prelazne pojave pri protoku
fluida su jednacina ravnoteze sila (jednacina kretanja) i jednacina kontinuiteta [1,2,3].
Pri izvodenju ovih jednacina ucinjene su sledece pretpostavke:

a) protok u cevi je jednodimenzionalan i brzina je uniformna na preseku cevi,
b) zidovi cevi i fluid su nelinearno elasticni, tj. stres je proporcionalan naprezanju,
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¢) formule za izraCunavanje gubitaka trenja u stacionarnom stanju vaze za vreme
prolaznih stanja.
Jednacina ravnoteze sila glasi

vy +v + VMg 1
g, X t D - )]

- koeficijent trenja o zidove cevovoda Darcy — Weisbach-a

- brzina protoka fluida

- pre¢nik cevi

- ubrzanje zemljine teze

- pad

t - kao indeksi oznacavaju parcijalne izvode po duZini i vremenu
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V = VV; + V- brzina promene proticanja fluida
Jednacina kontinuiteta (koja se izvodi uz pretpostavku b. i za male deformacije)
glasi:

2
2 v +V(H, +sina)+H, =0 P
g

gde su:
o -ugao nagiba cevovoda
a - brzina prostiranja talasa
Jednacine (1) i (2) mogu se izraziti preko protoka Q, umesto brzine V. Tada je

. fQ
SgH —=10/=0 '
gH, +Q+ ZDS|Q| (1)
2
2 Q,+(H, +sina)+H, =0 @)
S

gde je S - poprecni presek cevi.

Razli¢ita zanemarenja u (1) i (2), kao §to su zanemarenje VV, u (1) i V(Hy + sinQ)
u (2), kao 1 zanemarenje trenja fV |VI/2D u (1), dovode do razli¢itih metoda za
reSavanje ovih osnovnih jednacina.

Za reSavanje ovih jednac¢ina postoji ¢itav niz metoda [1,3]:

. aritmeticki metod
. graficki metod
. metod karakteristika
. algebarski metod (linearna analiza)
. metod impedansi
. metod konacnih prirastaja (implicitni metod)
. ostale metode
Pregled metoda i pretpostavki pod kojima vaze, dat je u Tabeli 1.

NN bW =
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Tabela 1. Pregled metoda i uvazenih pretpostavki

METODA
METODA ARITMETICKI GRAFICKI METOD ALGEBARSKI METOD PKR(I)RN/;ASCTT?A
PRETPOSTAVKA METOD METOD KARAKTERISTIKA METOD IMPEDANSI (implicitna
metoda)
Zanemarenje linearizovan
trenjau (1) DA DA* / / ¢lan za trenje /
Zanemarenje
VVxu(l) DA DA / DA DA /
Zanemarenje
V (H,+sina) DA DA / DA DA /
u(2)
_,a 1 Vi o v * 1 QP
2AH =+—3AV —V = H, +V+—|V|=0 V| = — =
. H, + th 0 gH, S gy + Vi + o IV|=0 Hor Qe =0 )
Oblik j-ne (1)
v +E&H =0 |2 ; * a’ Q +EH,=0
Oblﬂ(j_ne (2) a2 t EVX +V(Hx +sm0()+Ht =0 EVX +Ht =0 X 32 t— (2)
- Koristio se do -Najprakti¢niji *Uprosceni metod karakteristika | -Poseban slucaj metode | - Vazi za male -Sli¢na metodi

NAPOMENE

30-tih godina
(istorijski prvi se
pojavio)

-Vazi za
horizontalne cevi

metod analize do
60-tih gotina

* Moze se uvesti
trenje preko
naknadne
korekcije

za VV,=0 i V(H,+sina)=0

karakteristika, gde se
svaka cev posmatra
kao jedna sekcija

poremecaje

karakteristika




Metod karakteristika predstavlja jedan opsti i mocan metod analize nestacionarnih
protoka fluida. Danas se ovaj metod najceSce koristi pri detaljnijim analizama
nestacionarnih protoka fluida [1,2,3,9,15,21,22,24]. Parcijalne jednadine:

v
L,=gH, +VV_ +V, +5|V| =0

(€)
2

L, =2V +V(H, +sina)+H, =0
g

pretvaraju se u Cetiri obi¢ne diferencijalne jednacine. Ove se jednacine potom izrazavaju
u formi konac¢nih prirastaja, koriste¢i metod specificiranih vremenskih intervala, i
reSenje se dobija koriS¢enjem racunara.

Model koji koristi metodu karakteristika (ili metodu konacnih prirastaja, tj.
implicitnu metodu) omogucuje detaljno posmatranje prelaznih pojava u hidraulickim
sistemima pri nestacionarnim protocima. ReSavanje jednog tako velikog sistema
jednadina zahteva obiman i zametan ra¢un. Cak i uz upotrebu savremenih digitalnih
racunara potrebna memorija i vreme racunanja su veliki. Ovako detaljni modeli, koji
polaze od najslozenijih oblika jednacine ravnoteze sila i kontinuiteta, koriste se pri
projektovanju hidroelektrana i detaljnom ispitivanju uslova njihovog rada.

U zavisnosti od svrhe i cilja istrazivanja koriste se i modeli razli¢ite sloZenosti. U
velikom broju slucajeva, a pogotovu kada se posmatraju slozeni elektroenergetski
sistemi, gde hidroelektrana predstavlja samo jedan elemenat sistema, nije potrebna
tolika ta¢nost modela. Nas interesuju uproséeni modeli, pogodni za ra¢unsku obradu i
dovoljno tacni, tako da se za odgovarajué¢e analize rada EES mogu dobiti rezultati
zadovoljavajuce ta¢nosti.

3. ELASTICNI VODENI UDAR

Partikularna resenja parcijalnih diferencijalnih jednacina dobijaju se uvodenjem
razli¢itih upro§¢avajucih pretpostavki. Ovde se posmatra reSenje kada se dobijaju opste
jednacine talasa [1].

Kada se u jednacini kontinuiteta (2) zanemari srednji ¢lan [4]:

\'A +%Ht =0 4)
a

a u jednacini ravnoteze sila (1) se zanemari ¢lan za trenje i VV, i V:

H +1v =0 )
g

dobijaju se dve linearne diferencijalne jednacine koje se mogu resiti.
Uzimaju¢i parcijalni izvod jednacine (4) po x i jednacine (5) po t i elimini$uéi ¢lan
Hy, dobija se:
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V, =a’V_ (6)
Na sli¢an nacin elimini$uéi V, dobija se:
H,=a’H_ ()

Opste reSenje ove dve jednacine je oblika:

H—HO:F[t+§]+f(t—§] @®)

a a

V-V, = —E{F(t+§j—f (t—iﬂ ©)
a a a

Funkcije F (t + x/a) 1 f (t - x/a) su potpuno proizvoljne i mogu se izabrati tako da
zadovolje uslove na krajevima cevi.

Jednacine (8) i (9), mogu se koristiti u izvodenju jednadina vodenog udara
grafickom metodom, kao i pri direktnom kori$¢enju u aritmeti¢koj metodi. Jednacine (4)
1 (5) su polazne jednacine za grafi¢ku metodu.

Deljenjem jednacina (8) i (9) dobija se:

F(t + Xj + f(t -
AH=-2pQ——2

S X X 10
8 F(t+j—f(t—]
a a

Kada se posmatraju krajnje tacke cevovoda, tada clan x/a postaje L/a, gde je L
duzina cevovoda.

Kada se uvede pretpostavka da su F i f u odgovaraju¢im trenucima istog intenziteta
(ova pretpostavka znaci da talasi po intenzitetu ne slabe, tj. zanemareni su kineticki
gubici, gde je energija gubitaka u cevovodu srazmerna kvadratu protoka H, = K.Q% ,
koji se izrazavaju kao promena pada), sledi:

ﬁ(t+Lj+ﬁ(t—Lj
AH:—iAQ a a

S = L) — L an
S o) -
a a

gde je H jedini¢na funkcija ¢istog kasnjenja.
Razlomak u gornjoj jednacini moze se pisati u operatorskoj formi kao:

o |
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+p— -p—
e *+e¢ ?
=thp—

R

e a _e a
paje:

M =-2AQthpt (12)

gS a

Jednacina (12) je jednacina elastiénog vodenog udara u operatorskom obliku.
U ruskoj literaturi [5], ova jednacina u relativnim jedinicama je oblika:

h=-2pg th%pt (13)
gde su:

2p= gaTQS = ;_ZI - karakteristika cevovoda

1=20= % - trajanje faze udara

U americkoj literaturi [6] je:

~h=Dv g T, (14)
TC
gde su:
T, - vreme putovanja talasa
T, - vremenska konstanta cevovoda

Cesto se koristi i oblik jednadine (14) kada se preko koeficijenta trenja F uzima
trenje u obzir [7]. Tada je:

“h=2gth (Tp+F) (15)

€

Jednacina elasticnog vodenog udara (14) ili (15) se upro$éava razvojem u red
funkcije th x. Kada se funkcija th x = sh x/ch x razvije u Maklorenov red, dobija se iz
(14) izraz [8]:

h=-pT, —2% (16)

odnosno iz (15) sa trenjem [7]:
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Q (17)

| 6+3F? 6F 3 6F+F® 6F+3F> 3F
= + + H+ + +
T,T2p° T,Tp> Tup Tp®  Tp®  Tp

koja se pretvara u tri jednacine u prostoru stanja po qi, gz 1 gs-
Kada se u jednacini (14) th x aproksimira Padeovom aproksimacijom prvog reda:

~ _1=-x/2
e =
1+x/2
dobija se:
h -T T, x
e W ihpT. =——>2 =T
T, ple T, 2 wP
odnosno:
h=-T,pq (18)

Jednacina (18) predstavlja jednacinu za kruti (tvrdi) vodeni udar. Do ove jednacine
se moze doci i preko jednacina kontinuiteta i ravnoteze sila.

4. KRUTI VODENI UDAR

Posmatra se jednacina kontinuiteta (2") u kojoj je zanemaren srednji ¢lan:
S

Q +53H, =0 (19)
a

Vidi se da je promena protoka sa rastojanjem osetna (velika), tek kada je promena
pada u vremenu velika. Cesto se uvodi pretpostavka o nestisljivosti vode i apsolutnoj
krutosti cevovoda [4,5,6,8,9,10,11,12,13,14,17,19,20,23,25,26], kada postaje:

Q=0
U ovom slucaju iz jednacine (19) sledi:
H, =0

te jednacina kontinuiteta nestaje.
Jednacina ravnoteze (1) u kojoj se zanemaruje trenje prelazi u znatno prostiji
oblik:

H +--Q, =0 (20)
gS

Pretpostavka o nestisljivosti vode 1 apsolutnoj krutosti cevovoda opravdana je u
slede¢im slucajevima:
e kada su promene pritiska sasvim male, pa se ¢lan H, moze zanemariti,
¢ kada je cevovod kratak,
e kada su promene pritiska i protoka srazmerno spore (kao §to je npr. slucaj kod
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dovodnog tunela).
Kada se jednacina (20) integrali po duZzini i prede na relativne vrednosti, dobija se:

IdX dq
gHO S dt
odnosno:
dq
h=-T, — 21
v gt @1
gde je:
T, m j - vremenska konstanta inercije cevovoda
g 0L

Za slucaj kada se cevovod sastoji iz viSe delova razli¢itog preseka je:

QO 22
T, gHog (22)

a u najprostijem slucaju, kada celom duzinom L imamo presek S:

4.1. Uticaj elasti¢nosti na rezultate proracuna hidrauli¢kog udara

Hidraulicki udar se moze razmatrati kao kruti udar ili elasticni udar. Proracun
pomocu jednacina krutog udara je znatno jednostavniji, pa je znacajno odrediti granicu
primenljivosti ovih uproséenih izraza. To je najjednostavnije utvrditi na primeru prostog
cevovoda pri linearnoj promeni protoka sa vremenom Q (t).

Kada se uvedu Ty, i vreme zatvaranja i otvaranja zatvaraca na kraju cevovoda T,,
relativni porast pritiska usled hidraulickog udara je:

Ah h,, - hi
g=—=—>—— (23)
h, h;,
N
broj faza zatvaranja n = L, = —Zz—i, relativni  protok (= Qg i
0
U= T,n _ aQ,
T, gH,A
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Kada se gornji izrazi zamene u jednacine:

a.
hB,(K+1) - hA,K = _g_A[QB,(K+1) - QA,K]

(24)
4;
hB,(K—l) - hA,K = _g_Ai[QB,(K—l) - QA,K]
dobija se:
fB,K - EA,(KH) =2u (qB,K - qA,(K+1)) 25)

fA,K - EB,(KH) =-2U (qA,K - qB,(K+1))

Jednacine (25) su rekurentne jednacine pogodne za numericko sracunavanje. Na
osnovu njih se za razne vrednosti T,,/T, = const moze sracunati & pri razli¢itom broju
faza n, $to prakti¢no znaci za razliCite vrednosti brzine prostiranja talasa a. Na slici 1.
dat je dijagram sracunatih vrednosti [16].

Sa slike 1. moze se zakljuditi :

e Brzina prostiranja talasa nema uvek uticaja na veli¢inu promene pritiska (zona desno
od crtkaste linije abc)

e Pri otvaranju cevovoda (turbine) kada je 2T,,/T, = 0, porast pritiska AH/Hy > 0 pri n >
3 - 4 ne zavisi viSe od broja faza n. Za 2T,,/T, < 0,8 — 0,4 elasti¢nost sistema nema
uticaja na udar ako je n >4 — 6. Kada je 2T,,/T, < 0,4 uticaj elasticnosti je zanemarljiv
akojen>6-8.

e Priotvaranju cevovoda (turbine) pad pritiska AH/H, < 0 ne zavisi od brzine prostiranja
talasa za sve vrednosti n.

4.2. Pregled karakteristika

Dalja dopuna izlozenih metoda sa pretpostavkama pod kojima vaze i
karakteristikama data je u Tabeli 2.

5. ZAKLJUCCI

U radu je izlozen pregled matematickih modela hidraulickih sistema
hidroelektrana. Opsti nelinearni matematicki model hidraulickog sistema obuhvata
jednacinu kretanja i jednacinu kontinuiteta. Izlozen je pregled metoda za reSavanje ovih
jednacina, sa posebnim osvrtom na metodu karakteristika, kao najéesce koriSéenu
metodu za analize nestacionarnih protoka fluida. Na kraju su izloZzeni prostiji
matematicki modeli hidraulickih sistema zasnovani na teoriji elastinog i krutog
vodenog udara. Dat je uporedni pregled karakteristika izlozenih metoda i analiza uticaja
elasti¢nosti vode na rezultate prorac¢una hidraulickog udara.
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Slika 1. Uticaj elasticnosti na hidraulicki udar.
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Tabela 2. Pregled metoda sa pretpostavkama i karakteristikama

METODA ELASTICNI VODENI KRUTI VODENI
PRETPOSTAVKE UDAR UDAR
Zanemarenje trenja DA** DA**
Zanemarenje VV, DA DA
Zanemarenje V(H, + sinQ) DA DA
Nestisljiva voda i
apsolutno krut cevovod / DA
(Qx=0)
Jednacina ravnoteze sila 1 1
H +—V, =0 H +—Q,=0
g gs
Jednacina kontinuiteta H =0
vV, +£H, =0 t
a
Jednacina modela T . da”
— :_W[thTep]q :_Tw i
T dt

€

NAPOMENA

* U ruskoj literaturi koristi
se identicna jednacina

-h:2p(thérqu

** Trenje u cevima moze se
uzeti u obzir uvodenjem
koeficijenata trenja F.

Tada je jednacina

=2 i (Tp+Pla

€

* Lindal polazi od Bernulijeve
jednacine

dv
L

dt

koja se dobija iz jednacine
ravnoteze sila, i dobija

jednacinu
v_1 [1 _ V_Zj
a 2
P =P, VV/a®
** Borel polazi od jednacine

d T
koli¢ine kretanja fluida

d
—(SV pdL)=-SdP
5 SV #dL)

1
L +5Vt2-gh:0

M - masa po jedinici
zapremine

dP - razlika pritiska izmedu
donjeg i gornjeg sloja
elementa zapremine, koja
nastaje usled promene brzine.
Uvodi gubitke pritiska u
cevovodu, odnosno
ekvivalentan pad usled
gubitka u cevovodu (to su
gubici usled trenja o cevovod
imedu slojeva vode).
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Abstract: The review of the mathematical models of hydraulic systems in
hydro power plants is given in the paper. A general nonlinear mathematical model of
hydraulic system is presented, which consist of two basic differential equations for
transient water flow: equations of motion and continuity. The review of the methods
available for their solution are discussed, especially the method of characteristics, as the
most used method for hydraulic unsteady flow analyses. Also, the simplier models
based on elastic and rigid waterhammer theory are presented. The review of their
characteristics is presented, including the analysis of water elasticity on waterhammer
analyses.
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