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VREMENSKI ORIJENTISAN HIJERARHIJSKI METOD ZA
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Sadriaj: U radu je opisan prvi opsti metod koji omogucava transformaciju
neuralnih mreza za izracunavanje glavnog/sporednog potprostora (PSA/MSA) u
neuralne mreze za izracunavanje glavnih/sporednih komponenata (PCA/MCA).
Primenom ovog metoda se mogu dobiti neuralne mreze koje su pogodne za realizaciju u
paralelnom hardveru jer je moguce ostvariti mreze (algoritme) koje su potpuno
homogene sa aspekta pojedinacnog neurona.

Kljuéne reci: analiza glavnih komponenata, analiza sporednih komponenata,
analiza glavnog potprostora, analiza sporednog potprostora, vremenski orijentisan
hijerarhijski metod, neuralne mreze.

1. UVOD

Analiza glavnih komponenata (PCA) je jedna od najstarijih i najpoznatijih metoda
za multivarijabilnu analizu i data mining (pronalazenje podataka u veoma velikim
bazama). PCA je prvi put predstavljena od strane Pirsona [1] koji ju je koristio u
bioloskom kontekstu, i kasnije razvijana od strane Hotelinga [2] koji je obavljao
istrazivanja na podruc¢ju psihometrije. PCA je nezavisno razvijena od strane Karhunena
u kontekstu teorije verovatnoce i kasnije generalizovana od strane Leva [3]. Poslednjih
godina, razvijeni su mnogobrojni efikasni adaptivni algoritmi za implementaciju PCA,
analize sporednih komponenata (MCA), kao i njihovih ekstenzija [4-8].

Generalno govore¢i, namena PCA je odredivanje relativno malog broja glavnih
komponenata (medusobno nekorelisanih) koje reprezentuju skup slucajnih signala sa
srednjom vredno$¢éu nula na ulazu sistema i koje pri tome zadrzavaju maksimalnu
mogucu koli¢inu informacija koja se sadrzi u originalnim signalima.

Medu ciljevima PCA su:

1. smanjenje dimenzije signala,

2. otkrivanje linearne zavisnosti medu komponentama signala,
3. odredivanje karakteristi¢nih osobina signala,

4.  vizuelizacija viSedimenzionih podataka,

5. identifikacija grupa objekata i tako dalje.

Takode, PCA je korisna kao pretprocesiraju¢i korak za analizu nezavisnih
komponenata (engleski: Independent Component Analysis — ICA).

PCA je siroko kori$¢ena i proucavana u oblasti prepoznavanja oblika i procesiranja
signala. To je veoma vaZzan alat u mnogim inZenjerskim i nauénim disciplinama kao §to
su, na primer, kompresija podataka, otkrivanje karakteristicnih osobina signala,
filtriranje Suma, restauriranje signala, klasifikacija [9]. PCA se koristi u data mining kao
tehnika za redukciju podataka. U oblasti obrade slike i kompjuterskog vida PCA
reprezentacije su koriS¢ene za reSavanje problema kao §to su: prepoznavanje lica i
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objekata, pracenje pokretnog objekta, detekciju, parametrizaciju oblika, pojava objekta
ili kretanje objekta [10, 11].

Cesto su glavne komponente (pravci u kojima ulazni podaci imaju najvece
varijanse) smatrani za vazne dok su komponente koje su vezane za sporedne
komponente smatrane nevaznim ili povezivane sa Sumom. U poslednje vreme je
pokazano, da MCA (minor component analysis) predstavlja veoma koristan alat za
procesiranje sekvenci podataka. MCA je korisna na primer kod: pracenja pokretnih
meta [12], procenjivanja pozicije emitera signala [13] kao i procene parametara signala
[14], analize i razumevanja bioloskih podataka [15], potiskivanja Suma ili aproksimacije
funkcija pomocu fitovanja [16].

Uopsteno govoreci, PCA je povezana i motivisana sa dva sledeca problema:

1. Za date sluajne vektore x(k)e%, koji imaju konaéne druge momente i
srednju vrednost jednaku nuli, potrebno je naci linearni potprostor manje
dimenzije N (N < K) za koji je rastojanje x od tog potprostora minimalno. Ovaj
problem se pojavljuje kod kompresije podataka gde je zadatak reprezentovanje
svih podataka sa redukovanim brojem parametara pri ¢emu je potrebno
obezbediti minimalnu distorziju usled projekcije.

2. Za dati sluéajan vektor x(k) € 9, nadi N-dimenzioni linearni potprostor koji
sadrzi veéinu varijanse podataka x. Ovaj problem je vezan za ekstrakciju
karakteristi¢nih osobina signala, gde je cilj redukcija dimenzije podataka pri
¢emu je potrebno zadrzati maksimalnu koli¢inu informacija koja se sadrzi u
ulaznim podacima.

Pokazalo se da oba problema imaju isto optimalno reSenje (u smislu najmanje
kvadratne greske) koje se bazira na statistici drugog reda, posebno, na sopstvenim
vektorima kovarijansne matrice ulaznog signala x i to je reSenje u sustini ekvivalentno
Karhunen-Levovoj transformaciji koja se koristi kod analize slike i procesiranja signala.
Drugim re¢ima, PCA je tehnika za izraCunavanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih
vektora estimirane kovarijansne matrice

C = Ep(x(0) T j=rar T e kK ()

gde je A=diag{A,, A,, ..., A¢} dijagonalana matrica koja sadrzi K sopstvenih vrednosti i
V=[vi, vs, ..., v] € R je odgovarajuéa ortonormalna ili unitarna matrica koja se
sastoji od sopstvenih vektora jedini¢ne duzine.

Karhunen-Levova transformacija odreduje linearnu transformaciju ulaznog vektora x
kao

yp=Vsx )

gde je x=[x,(k), x2(k), ..., xx(k)]" ulazni vektor sa srednjom vrednos¢u nula, Yr=(:(k),
VoK), ..., yw(k))" izlazni vektor koji se naziva vektorom glavnih komponenti i V, = [v,,
Vo, oo v € 97N predstavlja sopstvene vektore signalnog potprostora, gde su vi = [v,
Vis, ..., Vi]" ortonormalni vektori . Vektori v; (i = 1,2,....N) su sopstveni vektori
kovarijansne matrice, dok su varijanse glavnih komponenata y; odgovarajuce sopstvene
vrednosti. Sa druge strane K-N sporednih komponenata je dato sa

v =Vyx, 3)
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gde Vi [vi, Vip, -, Vin+1] sadrzi (K-N) sopstvenih vektora povezanih sa najamanjim
sopstvenim vrednostima.

Tako, osnovni problem koji pokusavamo da reSimo predstavlja standardni problem
izraCunavanja sopstvenih vektora-vrednosti koji se moze formulisati slede¢im skupom
jednacina

CVI' = /11‘"1' (l = 1923---9N) (4)

gde su v; sopstveni vektori, a A, odgovarajuée sopstvene vrednosti i C =E(xx")
kovarijansna matrica ulaznog signala x, Cija je srednja vrednost nula i E je operator
o¢ekivanja. Zapazimo da se jedna¢ina (4) moZe pisati i u formi V'CV=A, gde je A
dijagonalna matrica sopstvenih vrednosti matrice C.

U standardnim numerickim pristupima odredivanja glavnih komponenata, prvo se
mora izraunati kovarijansna matrica C i onda se pristupa odredivanju sopstvenih
vektora i odgovarajucih sopstvenih vrednosti pomocu nekog od poznatih algoritama.
Medutim, u situacijama kada je ulazni vektor velikih dimenzija (na primer 1000
elemenata), kovarijansna matrica postaje veoma velikih dimenzija (10° ulaza) i tada
izraCunavanje sopstvenih vektora moze postati veoma tesko.

Upotrebom neuralnih mreza sa odgovaraju¢im adaptivnim zakonima ucenja
omogucava se izraCunavanje sopstvenih vektora i njima pridruzenim sopstvenih
vrednosti na osnovu ulaznog signala x(k) bez potrebe za izraCunavanjem ili
estimiranjem veoma velike matrice C. Takav pristup je posebno koristan u slucajevima
kada je ulazni signal nestacionaran, na primer u slucajevima kada se zahteva pracenje
sporih promena meduzavisnosti ulaznih podataka (signala) ili pri osvezavanju
sopstvenih vektora novim odbircima. IzraCunavanje kovarijansne matrice samo za sebe
je racunarski veoma skupo. Dalje, direktna dijagonalizacija matrice ili eigenvalue
decomposition mogu takode biti veoma raCunarski skupe jer je broj operacija koji je u
tom slu¢aju potrebno izvesi O(K’). Veéina adaptivnih algoritama koje ¢emo sada
predstaviti ne zahteva izraGunavanje kovarijansne matrice i ima malu sloZenost.

2.  VREMENSKI ORIJENTISAN HIJERARHIJSKI METOD

U ovoj sekciji ¢e biti predstavljen opsti metod koji transformise PSA/MSA
algoritme u PCA/MCA algoritme. Glavna ideja koja omoguéava primenu metoda je
data u sledecoj recenici:

Svaki neuron radi ono §to je najbolje za njegovu “porodicu” a potom ono §to je
najbolje za njega samog.

Ovu ideju ¢emo nazvati “porodicni princip”. Drugim re¢ima algoritam se sastoji od
dva dela: jedan deo je odgovoran za ostvarivanje porodi¢nog cilja (family-desirable
feature learning) a drugi je odgovoran za ostvarivanje zelja pojedinacnih neurona
(individual-neuron-desirable feature learning). Drugi deo zakona ucenja se uzima sa
tezinskim koeficijentom o koji je po apsolutnoj vrednosti manji od 1. To drugim re¢ima
zna¢i da se u algoritam uvodi vremenski orijentisana hijerarhija kod realizacije
“porodi¢nog” i “individualnog” dela zakona ucéenja.

Na slici 1 je prikazana gustina verovatno¢e multivarijabilnog Gausovog signala.
Poznato je da su u tom slucaju glavne ose hiperelipsoida paralelne sopstvenim
vektorima kovarijansne matrice ulaznog signala kada je srednja vrednost ulaznog
signala nula.

U slucaju kada se primenjuje PSA/MSA algoritam, sinapticki vektori, koji su na
slici prikazani isprekidanim linijama, se ne poklapaju sa osama hiperelipsoida. Oni su
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za izvestan ugao rotirani u odnosu na njih. Vektori su medusobno ortonormalni pod
uticajem “sile” PSA algoritma — ta “sila” je na slici oznaCena sa Fpgs. Sada se postavlja
pitanje koju dodatnu “silu” treba primeniti da bi se sinapticki vektori dodatno rotirali do
osa hiperelipsoida. Ovde ¢e biti predlozeno da se u PSA/MSA algoritam doda jo$ jedan
¢lan. Taj novi ¢lan bi imao zadatak da doda “diferencijalni momenat” koji je na slici
oznacen “silama” FIILA i F2ILA'

\ Principal
axis 2 11

FIILA

.
>

Principal
axis 1

Slika 1 Gustina verovatnocée multiltivarijabilnog Gausovog signala
Za realizaciju “porodi¢nog principa” predlazemo slede¢i opsti metod, koji
transformiSe PSA/MSA algoritam, oznacen sa FLApsamsa U PCA/MCA algoritam,
oznacen sa LApcamca:

T\ T
LApcamca = FLApsa/msa +aILAl max| E (y y)Wk we =1 ], )
k=12...N

gde je o konstanta takva da vazi |o|<l. ILA oznacava individualni deo zakona ucenja.
ILA predstavlja algoritam za maksimizaciju E(y'y) pod ograni¢enjem w, w;=1 za
k=1,2,...,N. Drugim re¢ima, novi PCA/MCA algoritam u¢enja ima sledecu formu

AWpcamsa = AWrLa + AW, (6)

gde AWpLa oznaCava doprinos porodi¢nog dela zakona ucenja, dok AW s oznacava
doprinos individualnog dela zakona ucenja. Lako je uociti da ako se koristi homogeni
PSA/MSA algoritam rezultuju¢i PCA/MCA algoritam ¢e takode biti homogen. Ovaj
metod ¢emo nazvati vremenski orijentisan hijerarhijski metod (TOHM).

Posto je |o| < 1, porodi¢ni deo zakona ucenja se primenjuje brze nego individualni
deo zakona ucenja. Jednacina (6) je uproséeno prikazana na slici 2.

Iako je usvojeno |a| < 1, sada ¢emo se pozabaviti upros¢enom analizom u slucaju
kada je |o mnogo manje od 1. U tom slucaju, individualni deo jednacine (6) skoro da
nema nikakvog uticaja na porodi¢ni deo. Tada porodi¢ni deo obezbeduje dostizanje
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Slika 2 Blok Sema realizacije predlozenog metoda

glavnog/sporednog potprostora. To znaéi da je W W=I i da W pokriva glavni/sporedni
potprostor. Drugim re¢ima, usled uvodenja dve vremenske skale mozemo pristupiti
problemu PCA/MCA kao optimizacionom problemu. U sustini, onaj deo zakona ucenja
koji se odvija na brzoj vremenskoj skali, i koji obavlja PSA/MSA, predstavlja
ograniCenje za sporiji (individualni) deo zakona ucenja. Znaci, ako usvojimo da je
PSA/MSA deo zakona ucenja dovoljno brz moze se re¢i da on predstavlja striktno
ortonormalno ograni¢enje na PSA/MSA potprostoru. U tom slucaju, za individuani deo
u jednacini (6) mozemo pisati

Wi +1) = WG)+ 7))y~ @)diaglyy (02 vy )
gde je o takvoda je |a| <1, @)

ww = i pokriva glavni/sporedni podprostor.
Odgovarajuca diferencijalna jednacina je [17, 18]

Z—Vf = (CW - Wdiag(WTCW))a , ®)

gde diag(W'CW) predstavlja dijagonalnu matricu koja se dobija kada se svi elementi
van glavne dijagonale matrice W'CW anuliraju. Ako napiSemo jednalinu za
pojedinacne kolone wy, imamo

d
%:a(cwk_/lkwk)v ©)

gde je A k-ti dijagonalni element matrice diag (W' CW). Mozemo lako zakljugiti da su
stacionarne tacke ove jednacine sopstveni vektori matrice C. PoSto w; pokrivaju
dominantni/sporedni potprostor matrice C, onda su jedino moguca reSenja
dominantne/sporedne komponente. Ako wy(i) pridruzene diferencne jednacine posecuje
beskona¢no ¢esto skoro sigurno, kompaktan podskup domena privlacenja reSenja
jednacine (9), tada reSenje jednacdine (9) predstavlja reSenje diskretne jednacCine (7).
Naravno, veoma je tesko (ako ne i nemoguce) dokazati ovo u opstem slucaju.

Usled simetrije predlozenog algoritma, sistem ima vise od jednog reSenja. To moze
prouzrokovati “konflikt interesa” izmedu pojedinih neurona. Ako razmotrimo slucaj na
slici 1 moze se uociti da dok se jedan sinapticki vektor krece u pravcu pozitivnog dela
dominantne ose 1, u isto vreme drugi sinapticki vektor moze da ima “nameru” da se
krec¢e ka negativnom delu dominantne ose 1. To znaci da algoritam moZze da postane
osetljiv na izbor koeficijenta a. Osim toga, znacajno je prouciti i slucaj u kome
realizacija algoritma u paralelnom hardveru dovodi do toga da koeficijent o nije

23



savrSeno jednak za sve vektore, pa se u tom sluCaju postavlja pitanje stabilnosti
algoritma.

Sada ¢emo analizirati slucaj kada je u algoritam uneta nekakva vrsta asimetrije.
Drugim reCima, da¢emo pojedinim vektorima drugacije Sanse za dostizanje
dominantnog/najsporednijeg sopstvenog vektora. U tom slucaju, predlozeni metod se
moze opisati sledeCom jednacinom:

T
LApcamca =FLApsamsa +ILA| max| E ((Dy) J’)Wl? wi =1, , (10)
k=12...N

gde je D dijagonalna matrica sa nenultim dijagonalnim elementima d, takvim da je
|d,|<1. UnoSenje asimetrije dovodi do dodatne vremenske hijerarhije u realizaciji
individualnih delova zakona ucenja. Ako su svi d, jednaki ¢, ova jednacina se svodi na
homogeni slucaj.

Ponovo ¢emo sprovesti upros¢enu analizu za slucaj kada je |d,| mnogo manje od 1.
U tom slucaju, individualni deo u jednacini (10) prakticno nema uticaj na porodi¢ni deo.
Tada porodi¢ni deo obezbeduje pronalazenje glavnog/sporednog potprostora. To znaci
da je W'W=Ii da W spans glavni/sporedni potprostor. Kao §to je veé ranije objasnjeno
mozemo pristupiti problemu PCA/MCA kao optimizacionom problemu. U stvari brzi
deo zakona ucenja, koji obezbeduje izracunavanja PSA/MSA predstavlja ogranicenje za
sporiji (individualni) deo zakona ucenja. To zna¢i da ako pretpostavimo da je
PSA/MSA deo zakona ucenja dovoljno brz mozemo rec¢i da u tom slucaju taj deo
zakona ucéenja predstavlja ortonormalno ograni¢enje na PSA/MSA potprostoru. U tom
slucaju, individualni deo u jednacini (10) moZemo pisati kao

W(i+1) = W)
Oy T ~Wodiagly 2y 0 ).

gde je D dijagonalna matrica sa dijagonalnim elementimad/, a1

takvim da je |d| <1 i

whw = Iipokriva glavni/sporedni podprostor.
Odgovarajuca diferencijalna jednacina je [17, 18]

‘Z—Vf = (CW - Wdiag(WTCW))D , (12)

gde je diag(W' CW) definisana kao i ranije. Ako napisemo jedna¢inu za svaku kolonu
Wy, imamo

dw
d_tk:dk (CWk —lkwk), (13)

gde je Ay k-ti dijagonalni element matrice diag(W'CW). Nije tesko zakljuéiti da su

stacionarne tacke ove jednaCine sopstveni vektori matrice C. Ako wy(i) pridruzenog
diskretnog algoritma posecuje beskonacno cesto skoro sigurno kompaktni podskup
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domena privlacenja jednacine (13), tada reSenje jednacine (13) predstavlja i resenje
algoritma (10). Ponovo ¢emo naglasiti, da je veoma teSko pokazati tu osobinu
diskretnog algoritma u opStem slucaju.

3. MATEMATICKA ANALIZA PREDLOZENOG PRINCIPA

U ovom paragrafu ¢e biti pokazano kako predlozeni TOHM metod moze biti
predstavljen i kao ucenje na priblizno Stifel-Grasmanovoj (Stiefel-Grassman)
podmnogostrukosti. Prvo ¢e biti predstavljen algoritam koji izvodi ucenje na Stifel-
Grasmanovoj podmnogostrukosti i kasnije ¢e biti pokazano kako se on moze povezati
sa TOHM metodom. Ovde ¢emo se uglavnom baviti algoritmima koji predstavljaju
zakone ucenja na Grasmanovoj podmnogostrukosti dok se sve definicije mogu izvesti
analogno za zakone ucenja na Stifelovoj podmnogostrukosti.

Prvo ¢emo neformalno ponoviti definiciju Grasmanove mnogostrukosti koja je
data u [19], [20]:

Prostor matrica We O ¥ < R *" (N<K) takvih da je W W=I i homogena funkcija
J: 0 "5 R takva da je J(W)=J(WQ) za bilo koju NxN ortogonalnu matricu Q se
nazivaju Grasmanovom mnogostrukoscu.

Algoritmi ucenja koji se primenjuju u neuralnim mrezama se ¢esto mogu shvatiti kao
algoritmi koji maksimiziraju/minimiziraju funkciju cene pod nekakvim ograni¢enjem,
pri cemu je to ogranicenje najcesce ortonormalnost sinapticke matrice.

Takvi zakoni uéenja predstavljaju resenje sledeceg problema:

Nadi W, takvu da vazi: J(W,,) = max/min J(W), We R *"

Standardan nacin za dobijanje Zeljenog resenja je definisanje Lagranzove funkcije:
_ T
J W)= J(W)+ltr(W W—I)

gde je [ takozvani Lagranzov multiplikator, i trazenje ekstremuma funkcije J(W), na
primer upotrebom tehnike uzlaznih/silaznih gradijenata,

aw
—=nVJ,.
d nvJi

Kako bi se osigurala ortonormalnost sinaptickih kolona, moze se primeniti iterativna
ortogonalizacija kolona matrice W, na primer upotrebom Gram-Schmidt metoda
ortogonalizacije matrice ¢iji se elementi menjaju na osnovu gradijentne optimizacije
funkcije J(W) ili pomocu projekcije na ortonormalnu grupu [21]. Medutim, iterativna
primena ortonormalnosti moze biti problemati¢na u praksi ([21]). To je razlog zasto su
istrazivaci poceli da proucavaju zakone ucenja koji odrzavaju ortonormalnost sinapticke
matrice u svakom momentu. Takvi algoritmi su poznati kao SOC (Orthonormal
Strongly-Constrained — striktno ortnormalno ograniceni) algoritmi. Nekoliko algoritama
iz te klase je analizirano u [21].
Prvo analizirajmo slede¢i algoritam:

E(y?) = max (14)
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x (15)

gde x predstavlja ulazni vektor za jednoslojnu mrezu sa jednim izlaznim neuronom (y) i
w predstavlja sinapticki vektor. Jednostavno je uociti da jednacinu (14) mozemo
napisati i kao

T T
E(y?) = = max (16)
w w

Ako sada direktno generiemo uzlazni gradijentni algoritam u odnosu na y* pri éemu se
gradijent racuna po w, imamo:

ayyw(i) T wi) = 7 w(D)

w(i) " w(i)

w(i +1) = w(@) + y(@) 17)

Jednostavno se uo¢ava da zamenom w(i) 'w(i)=1 dobijamo direktno poznati Ojin zakon
ucenja [5]. Ako generalizujemo ovaj algoritma na sluc¢aj sa viSe izlaznih neurona

E(tr(» 1)) = max

Wk
Vi Z—Tx,
Wk Wk

gde y; predstavlja &-ti izlazni neuron i wy predstvalja k-tu kolonu sinapticke matrice W,
zakon uéenja za modifikaciju sinapti¢kih vektora je u tom slucaju

XYk Wi ) T wie (D) = v wi (0)

wie ()T w (i)

wi (+1) = wy () + 7 (0) (18)

Sada ¢emo definisati Grasmananovu dominantnu podmnogostrukost.

Prostor matrica We O ¥ < R *" (N<K) takvih da je W'W=I i W pokriva
dominantni potprostor matrice C, i funkcija J: O ““— R takva da je J(W)=J(WQ) za
bilo koju NxN ortonormalnu matricu Q ¢éemo nazvati Grasmanovom dominantnom
podmnogostrukoséu.

Ako sada primenimo algoritam (18) pod striktnim ograni¢enjem za W — W je takvo
da je W'W=I i W pokriva dominantni potprostor matrice C,u stvari imamo sledeéi
algoritam

Wi G+ 1) = we )+ 7Oy - 72w ()
yk = WkTX.

Funkcija cene u kompaktnoj notaciji je data sa
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E(tr(yy 1)) = E(e( " xx T W) = e (W T CW') = max.

Nije tesko uociti da se radi o funkciji za koju je ispunjeno J(WQ)=J(W). Drugim re¢ima
mozemo re¢i algoritam (18) vrSi ucenje na Grasmanovoj dominantnoj
podmnogostrukosti. Algoritmu (18) se moze pridruziti slede¢a diferencijalna jednaéina
(u kompaktnoj notaciji)

”;_VtV = (CW—Wdiag(WTCW)), (19)

gde je diag(W'CW) dijagonalna matrica definisana kao i ranije. Ako napisemo (19) za
svaku kolonu w;, imamo

ddltk =(Cwy = 24wy ), (20)

gde je A k-ti element glavne dijagonale matrice diag(W'CW). Lako je zakljuéiti da su
stacionarne tacke ovih jednacina sopstveni vektori matrice C. PoSto se ucenje obavlja na
dominantnoj Grasmanovoj podmnogostrukosti rezultujué¢i vektor w; ¢e biti jednak
nekom od dominantnih sopstvenih vektora matrice C. Ako wy(i) pridruZzenog diskretnog
algoritma posecuje beskonacno Cesto kompaktan podskup domena privlacenja resenja
jednacine (20), tada su resenja jednacine (20) takode reSenja pridruzenog diskretnog
algoritma (15). Naravno, kao §to je ve¢ reCeno, ovu osobinu algoritma (15) je tesko
dokazati.

Na sli¢an nacin se moZe definisati Grasmanova sporedna podmnogostrukost.

Prostor matrica We O *" < R *" (N<K) takvih da je W'W=I i W pokriva sporedni
potprostor matrice C, i funkcija J: O “— R takva da je J(W)=J(WQ) za bilo koju NxN
ortonormalnu matricu Q ¢e bit nazvani Grasmanovom sporednom podmnogostrukoséu.

Ako se algorithm (18) primeni pod striktnim ogranic¢enjem za W — W je takvo da je
W'W=I i W pokriva sporedni potprostor matrice C, i primenimo analizu kao u sluéaju
dominantne Grasmanove podmnogostrukosti kolone sinapticke matrice W ¢e biti
jednake sporednim sopstvenim vektorima matrice C.

U praksi je problem S§to se u toku rada algoritma ne moze tacno odrediti
Grasmanova podmnogostrukost. Zbog toga se mora pribeéi primeni Lagranzovog
metoda, ¢ija primena rezultuje slede¢im zakonom ucenja

Wi (1) = we )+ 7oy — 1w () BrApsasa @1

gde AWpsymsa reprezentuje deo zakona ucenja koji je dat usvojenim PSA/MSA
zakonom ucenja i koji reprezentuje “slabo” ogranicenje. U tom slucaju jednacina (10) se
moze pisati u slede¢em obliku

Wi (1) = we () + ar oy =i we ) 7AW psansa - 22)

Ako je a dovoljno malo mozemo smatrati da deo zakona ucenja koji se mnozi sa o
ne utice na PSA/MSA deo zakona ucenja tako da imamo priblizno ucenje na
Grasmanovom glavnom/sporednom potprostoru. Ako je « dovoljno malo, mozemo
smatrati da je analiza koja je izvedena za SOC algoritme validna i za algoritam (22).
Ovde se mora naglasiti da se analiza stabilnosti algoritma mora sprovesti posebno za
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svaki partikularni izbor PSA/MSA algoritma. Tek posle takve analize je moguce
odrediti odgovarajucu vrednost parametra c.

4. ZAKLJUCAK

U radu je prikazan opsti metod koji vrsi transformaciju PSA/MSA metoda u
PCA/MCA metode. Algoritam je baziran na vremenski orijentisanom hijerarhijskom
principu. Uvodenje dve vremenske skale je glavna novost predlozenog metoda. To
indirektno znaci da moguca bioloska implementacija neuralne mreze zahteva postojanje
dva tipa neurotransmitera. Na brzoj vremenskoj skali, PSA/MSA algoritam je
odogovoran za “ponasanje” svih izlaznih neurona (porodicu). Na sporijoj vremenskoj
skali, izlazni neuroni se takmice za “ispunjenje sopstvenih interesa”. Na toj vremenskoj
skali se vektori usmeravaju ka glavnim komponentama ulazne kovarijansne matrice. U
radu je prikazana pojednostavljena matematic¢ka analiza u opStem slucaju.
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Abstract: This paper presents first general method which transforms neural
networks that are used for calculation of principal/minor subspace (PSA/MSA) into
neural networks for calculation of principal/minor components (PCA/MCA). By using
this method it is possible to create neural networks that are suitable for realization in
parallel hardware since it is possible to construct networks (algorithms) that are
homogeneuous from the point of view of individual neuron.

Key words: principal component analysis, minor component analysis, principal
subspace analysis, minor subspace analysis, time oriented hierarchical method, neural
networks
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